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I.1.1. S;(R) est le noyau de 'endomorphisme M — M — ‘M et A,(R) est le noyau de I'endo-
morphisme M — M + M donc S,,(R) et A,(R) sont des sous-espaces vectoriels de M, (R).
Soit A € S;(R)NA,(R).Ona A=A=—-Adonc A=0.0na:

M+fM+M—fM
2 2

VM e My(R), M=
t _t
Mais 25 M ¢ 5 Ry et M= M ¢ 4,(R) done My (R) = S,(R) & Ay (R).

1.1.2. Soient A,B € M,(R).On a (A,B) = Tr(*AB) = Tr(Y('AB)) = Tr('BA) = (B, A).
Soient A1,A,B € M,(R) et € R. On a

(0A1+ Ay, B) =Tr('(aAy+ A2)B) =Tr((a'Ay + 'A2) B) =aTr('A1B) + Tr('A,B) =« (A1, B) + (As, B).
Soit A E M (R). On note Cj; les coefficients de la matrice ‘AA. Pour tout 1 <i <, on a

cﬁ:ZtAl]Aﬂ ZA Ainsi ZZAZEOet (A,A) =0+ A=0. Alors, (.,.) est un
j=1 i=1j=1
produit scalaire sur M (R).

[.1.3. Soit A € S,(R). Pour tout B € 4,(R),
(A,B) = Tr(AB) = Tr('(AB)) = Tr('B'A) = —Tr(BA) = —Tr(AB) = — (A,B).

Alors, (A,B) =0 et par suite, S,(R) C A, (R)*.
Mais dim S, (R) = dim M, (R) — dim A,(R) = dim A, (R)* donc S, (R) = A, (R)*.

[.2.1. I, € O,(R) et si U € O,(R) alors U est inversible et LI 1= 1. Soit (Uy, Up) € Oy (R)?. On
a (U U, ) (U Uy h) = U th Uy Uy = U Uy = I, done Uj U, ! € Oy (R).

Par conséquent, O, (R) est un sous-groupe de GL,(R).

1.2.2. Puisque U € O, (R ) les colonnes de U sont des vecteurs unitaires dans R”. Ainsi, pour

tout j € {1,2,...,n} onaz —1d0ncpourtousi,j€{1,2,...,n}, |Ujj| < 1.
1.2.3. Pour tout U € O, ( ), sup |Ujj| <1. My(R) est de dimension finie donc toutes les
normes sur M, (R) sont équiveilgelfjgs et alors O, (R) est borné dans M, (R).
On consideére les applications
f @ My(R) — M,(R), ¢ Mu(R) — M,(R) x My(R),
A —  tAA A (tA,A)
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b : My(R)x Myu(R) — My(R)
(A,B) —  AB

On a, f =bo /(. Mais / est linéaire et b est bilinéaire donc elles sont continues. Alors, f est conti-
nue. D’autre part, O, (R) = f 1 ({I,,}) et {I,} est un fermé de M, (R) donc O,(R) est un fermé
de M, (R). M, (R) est de dimension finie et O, (R) est un fermé borné de M, (R) donc O, (R)
est un compact de M, (R).

n
I.2.4.a. On a pour tout 1 <i <n (Mx); = x? et donc Tr(Mx) = ¥ x7 = 1. Les vecteurs colonnes
i=1

X1

de la matrice My sont colinéaires au vecteur X = : |, par suite rg(Mx) < 1. De plus My

Xn
est non nulle puisque sa trace est non nulle donc rg(Mx) = 1.
[.2.4.b.0Ona {(My) = {(X!X) = XX = My donc My est symétrique réelle et alors My est diagona-
lisable dans M, (R). Puisque Mx est de rang 1, 0 est une valeur propre de My de multiplicité
égale au moins a n — 1. La somme des valeurs propres de My est égale a sa trace=1 donc 1
est aussi une valeur propre de M. Par conséquent, Mx est semblable a la matrice diagonale
D = diag(0,0,...,0,1).
I.2.4.c. On a UxUx = (I, — 2Mx) (I, — 2Mx) = (I, — 2Mx) (I, — 2Mx) = I, — 4Mx + 4M%.
Mais M% = X'XX'X et 'XX = (X|X) =1 donc M% = M et par suite, ‘UxUx = I,. La matrice
Ux est alors orthogonale.
Autrement : Il existe P € O, (R) telle que Mx = Pdiag(0,0,...,0,1)P donc Ux = Pdiag(1,1,..,1,—1)P.
Par suite Uy est produit des trois matrices orthogonales donc elle est orthogonale.
De plus U2 = I, par suite Ux représente une symétrie orthogonale.

1.3.1. En utilisant la continuité de I'application linéaire A — 'A on obtient

eM=lim %—(t]:{)k: lim t%(]\]f—')k:t(eM)

N—H—ook:O

En utilisant la continuité de 'application linéaire A — PAP~! on obtient

N —1\k N kp—1 N k

- PMP PM*P M

gPMP '— lim ZQZ lim Z—:P lim Z— p~1=peMp-1,
N— oo (= k! N—+o0 (= N—+eo (=

1.3.2. Soit A € M, (R) une matrice diagonalisable. Il existe A1, Ay,..,A; des réels distincts et
P e GL,(R) tels que

Al[nl 0
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Par conséquent, on a

eMl,, 0
/\21‘
e
eA=P| 0 " p!
0 M1y,

Donc ¢” est diagonalisable. Soit Q un polynéme interpolateur de Lagrange tel que Q(e) = A;
pour tout 1 <i < k. Ainsi on obtient

ML, 0 Q(eM, 0
e ] M)
Qe?)=rPQ| 0 " pl=p. 0 Qe I, pl=A
0 eM Iy, 0 Q(e™) I,

1.3.3. Soit S une matrice symétrique. On a {(e5) = 'S = 5 donc 5 € S, (R). D’apres le théoréme
spectral, S est diagonalisable. D’aprés la question précédente, e° est diagonalisable et ses va-
leurs propres sont les exponentielles des valeurs propres de S donc sont toutes positives. Par
suite e° est symétrique positive .

I1.3.4. Soit A une matrice antisymétrique. On a ‘{AA = — A% = A'A. Par conséquent,

HeA)eA = e'AeA = 'A+A) = 0 = [, donc e € O, (R).

I1.1.1. Soient D = diag(D11, D22, ..., Dun) une matrice diagonale avec D;; > 0, pour tout

n
ie{1,2,...,n}etU=(Uy) € O4(R).OnaTr(UD) = Y Dj;;U;;. Mais, pour touti € {1,2,...,n},

1<i,j<n
i=1

n
—1< U;; < 1done Tr(UD) < Y " D;; = Tr(D).

i=1
I1.1.2. S est symétrique réelle donc il existe P € O, (R) et D = diag(D11,D2, ..., Dun) telles que
S = PD'P. De plus, S est positive donc, pour tout i € {1,2,...,n}, D; > 0. Mais, pour tout
Ue0,(R), 'PUP € Oy(R) donc Tr(US) = Tr(‘PUPD) < Tr(D) = Tr(S).

I1.2.1. On consideére les applications

g : R — M,R), ¢ : My(R) — R

x s e M  +— Tr(MS)

On sait que g est dérivable sur R et que, pour tout x € R, ¢'(x) = Ae*d. Mais f =/l oget { est
linéaire donc f est dérivable sur R et on a

VxeR, f'(x)=10(g'(x))=Tr(Ae*S).
I1.2.2. Soit x € R. xA est antisymétrique donc e*4 € 0, (R), et alors on a
VxeR, f(x)=Tr(e"S) < Tr(S) = £(0).

Par conséquent, f posséde un maximum en 0 donc f'(0) = 0 et alors Tr(AS) = 0. On obtient,
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(S,A) =(A,S) =Tr(*AS) = —Tr(AS) =0.

I1.2.3. D’apres ce qui précede, pour tout A € A,(R), (S,A) =0. Alors, S € A,(R)*+ = S,(R).
I1.2.4. On a Tr(UxS) = Tr(S) — 2Tr(MxS) = Tr(S) — 2Tr(SX'X), mais SX = AX donc Tr(UxS) =
Tr(S) — 2ATr(My) = Tr(S) — 2A.

I1.2.5. Ux € Oy (R) donc 2A = Tr(S) — Tr(UxS) > 0 et alors toutes les valeurs propres de S sont
positives donc S € S, (R).

ITI.1. On considere I'application

¢ : Oy(R) — R
U s Tr(UA)

¢ est la restriction, sur O, (R), d'une application linéaire de M, (R) dans R donc ¢ est continue
sur O, (R). Mais O,(RR) est compact donc ¢ est bornée et atteint son maximum en une matrice
Uy € On(]R)

II1.2. Soit U € O,(R). On a Tr(US) = Tr(UUpA) = ¢(UUy) < ¢(Up) = Tr(S). On déduit de la
partie IT que S € S;; (R).

II1.3.0naS=UpA €S, (R).Onpose O=U, "' = Uy, O€ Oy(R) et A=O0S.

II1.4.0na A=0Sou O € O,(R) et S € S;} (R). On sait qu’il existe V € O, (R) et D une matrice
diagonale a coefficients positifs telles que S = {VDV. En posant, U = O'V on trouve que 'on a
U € 0u(R) et A=UDV.

sinf cos® sinf —cosf

ouf €R.Ona Tr(RyA) =2sinf et Tr(sgA) = 2cosb. Ainsi, pour tout U € O,(R),
Tr(UA) <2=Tr(spA) donc max{Tr(UA) | Ue€ O(R)} =2.

cos) —sinf cosf sinf
ITL.5. Les éléments de O, (IR) sont de la forme Ry = oubien sy =

1 1
1 V2 V2
Posons S = spA = . Les valeurs propres de S sont 0 et 2. Si P = alors
11 IR
V2 V2

0
A =syP ( ) fP . On trouve ainsi une décomposition en valeurs singuliéres de A, A=UDV
02

1 1 1 1
avec U = 5P = , D= et V="I1P=
0 2
1 1 11
V2 V2 V2 V2

IV.1.1. Supposons que A est inversible. Ona AA~! = A"1A =1, donc AA~! et A~1A sont symé-
triques. D’autre part, AA"1A=Aet A~1TAA"1 = A~! donc A~! est une pseudo-inverse de A.

0k 0 Opr O
IV.1.2. On considere la matrice, D* = .Ona DD*=D*D = qui est
0 D! 0 I

symétrique. D’autre part,

)
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0,,_ 0 0,,_ 0 0,,_ 0 0,,_ 0
DD*D — n—k n—k n—k _ n—k :D, ot

0 D 0 D;! 0 D 0 D

Ot O Oyt O Ok O 0 0
D*DD* = nok nok nk = = D* donc
0 D! 0 D 0 D' 0 D;?

D* est une pseudo-inverse de D.

IV.1.3. Si A =0 alors A est une pseudo-inverse d’elle méme. Supposons que A # 0. Il existe une
matrice diagonale a coefficients positifs D = diag(0,...,0,D;1i+1,...,Dnn) et deux matrices or-
thogonales U et V telles ques A =UDYV.

Posons D* = diag (0, ...,0, DZ+11 iv17---Dpy) et A*='VD*!U. Ainsiona, AA* = UDD*'U et A*A =
'VD*DV. AA* et A*A sont symetrlques. D’autre part,

AA*A =UDVVD*'UUDV = UDD*DV =UDV = A et

A*AA* = 'VD*'UUDVVD*'U = 'V D*DD* U = 'V D* U = A*. Par conséquent, A* est une pseudo-
inverse de A.

IV.1.4.a. On pose F =ImA = {AX | X € R"}. On sait que le projeté orthogonal de b, p, (), sur F
vérifie, ||p,(b) — b|| = inf{||AX — || | X € R"} donc il existe X, € R” tel que

|AXo —b|| =inf{||AX —b|] | X €R"}.
IV.1.4.b. Soit X € R". Pour tout 7 € R", on a
(X +h)=(AX —b+ Ah|AX —b+ Ah) = ¢(X) + (AX — b|Ah) + (Ah|AX — b) + (Ah|Ah) .

On a, d’une part, (AX —b|Ah) 4+ (Ah|AX —b) = 2(AX —b|Ah) =2 ('AAX — 'Ab|h) et d’autre
part, (Ah|Ah) = || Ah||?> < C||h||? ou C est une constante positive.

Posons /(h) =2 ('AAX — 'Ab|h) et, pour h #0, e(h) = (AR|AR)

T ¢ est une application linéaire
de R" dans R et ¢(h) — 0. Il vient
%

p(X +h) = 9(X) + () + [[n]}e(h).
Par conséquent, ¢ est différentiable sur R"” et on a :
VheR",  do(X).h=2("AAX —"Ab|h).
IV.1.4.c. ¢ posséde un minimum en X, donc d¢(Xy) =0 et alors on a :
vheR",  ("AAX,— 'Ablh) =0.
Par conséquent, on a ‘AAX) = ‘Ab. Mais AA* est symétrique donc
AA*b = 1(A*)'Ab = (A*)'AAXy = (AA*)AXg = AA*AXy = AXp.

Finalement on trouve
inf{[|[AX—0|| | XeR"}=|AA*b—b|.

IV.2.1. Soit D = diag(D1y, ..., Dpy) une matrice diagonale. S'il existe ig € {1,...,n} tel que | D, | >

1 alors |D; — +oc0. La suite (DF) est bornée si et seulement si, pour tout k € IN et tout
[e¢]

ipip | kst keN

i€{l,...,n},la suite (Dﬁ)keN est bornée. Ce qui équivaut a |D;;| <1, pour touti € {1,2,..,n}.
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IV.2.2. Si D € G alors D est inversible et D~! € G. Par suite pour touti € {1,...,n}, |Dy| <1let

DLH <1.Ainsion a, |D;;| =1, pour tout i € {1,2,..,n}.

IV.2.3. Soit A € G. On écrit A = UDV une décomposition en valeurs singuliéres de A. Puisque
U,VeO,(R)et O,(R)CG,onaD="'UAW € G. Comme D est diagonale & coefficients positifs,
d’apres la question précédente, D;; = 1, pour tout i € {1,...,n}, et donc D = I,,. Par suite A =
Uuv € 0,(R) et alors G = O, (R).



